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1) Cechy podzielności w systemie dziesiętnym. Rodzaje cech podzielności.
2) Zasady zapisywania liczb w innych systemach pozycyjnych.
3) Wyprowadzenie ogólnych cech podzielności w systemach pozycyjnych.
4) Ćwiczenia w rozpoznawaniu i formułowaniu cech podzielności w różnych systemach.
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1)   Cechy podzielności w systemie dziesiętnym. Rodzaje cech podzielności.

· Cecha podzielności informuje jakościowo (nie ilościowo), czy jakaś  liczba jest podzielna przez inną. Są to warunki równoważne podzielności, ale znacznie prostsze do sprawdzenia, niż wykonanie dzielenia.
· Przypomnienie cech podzielności formułowanych w systemie dziesiętnym przez 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 11.
· Sporządzamy tabelkę, wprowadzamy oznaczenia typu cechy. Nie trzeba wpisywać wszystkich dzielników. Nieznane cechy można testować na przykładach.
	liczba L dzieli się przez:
	wtedy i tylko wtedy, gdy przez D dzieli się:
	typ cechy

	D = 2, 5, 10
	jednocyfrowa końcówka L
	K1

	D = 4, 20, 25, 50, 100
	dwucyfrowa końcówka L
	K2

	D = 8, 125, 250, 500, 1000
	trzycyfrowa końcówka L
	K3

	D = 3, 9
	suma odcinków jednocyfrowych L
	S1

	D = 11, 33, 99
	suma odcinków dwucyfrowych L
	S2

	D = 27, 37, 111, 333, 999
	suma odcinków trzycyfrowych L
	S3

	D = 11
	naprzemienna suma odcinków jednocyfrowych L
	NS1

	D = 101
	naprzemienna suma odcinków dwucyfrowych L
	NS2

	D = 7, 13, 77, 91, 141, 1001
	naprzemienna suma odcinków trzycyfrowych L
	NS3


· Są to tzw. cechy typowe. Tabelka wygląda regularnie, widać, że rodzaj cechy jest związany z własnościami dzielnika. Dalsze cechy będą mało przydatne (nie będą miały zastosowania dla liczb 3- lub 4-cyfrowych), a ich stosowanie będzie tak samo skomplikowane, jak wykonanie dzielenia pisemnego.
· Przykład nietypowej cechy podzielności (podzielność przez 7 w systemie dziesiętnym) jest podany w dalszej części.
· Cechy podzielności przez liczby złożone są kombinacją cech podzielności przez czynniki tych liczb, o ile czynniki te są względnie pierwsze. Na przykład zdanie „Liczba dzieli się przez 12 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli się przez 2 i 6” nie jest prawdziwe (podzielność przez 2 wynika już z podzielności przez 6), a zdanie „Liczba dzieli się przez 12 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli się przez 3 i 4” jest. Zatem cecha podzielności przez 12 jest następująca: liczba jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy, gdy suma jej cyfr dzieli się przez 3, a liczba utworzona przez jej ostatnie dwie cyfry dzieli się przez 4.
Materiały uzupełniające: 
http://www.math.edu.pl/cechy
http://pl.wikipedia.org/wiki/Cecha_podzielno%C5%9Bci
http://www.bryk.pl/teksty/liceum/pozosta%C5%82e/matematyka/23453-cechy_podzielno%C5%9Bci.html
http://www.bryk.pl/teksty/liceum/pozosta%C5%82e/matematyka/23452-cechy_podzielno%C5%9Bci_liczb.html
Test on-line  http://www.math.edu.pl/testy,gimnazjum,podzielnosc-liczb
Test on-line  http://www.math.edu.pl/testy,liceum,podzielnosc-liczb
http://www.math.edu.pl/podzielnosc-liczb
http://www.math.edu.pl/parzystosc
http://www.gimnazjum56.edu.pl/matematyka/zawartosc/szybkie_liczenie/podzielnosc.html
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2) Zasady zapisywania liczb w innych systemach pozycyjnych.

· Zapis pozycyjny to rozwinięcie liczby względem potęg ustalonej bazy (przed i po przecinku). Współczynniki tego rozwinięcia to cyfry. Jest ich tyle, ile wynosi baza (0-9, A, B, …). Kolejne rzędy pozycyjne to:

	…..
	p3-tki

p3
	p2-tki

p2
	p-tki

p1
	jedności

p0
	części p

p-1
	części p2
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	…..


· W systemie dziesiętnym zapis 4352,33 oznacza 4(103+3(102+5(101+2(100+3(10-1+3(10-2. Baza 10 nie jest jednak niczym wyróżniona, poza antropologią (10 palców) i biorącą się stąd tradycją. Ten sam napis można rozwinąć przy innej bazie, np. 4(63+3(62+5(61+2(60+3(6-1+3(6-2 i wówczas przedstawia on liczbę 4(216+3(36+5(6+2+3(1/6+3(1/36 = 1004,75.
· Kilka przykładów zamieniania zapisu liczby z jednego systemu na inny:
· Własności matematyczne liczb (parzystość, bycie kwadratem, wymierność) nie zależą od sposobu zapisu.
· Przykład nietypowej cechy przez 7 w systemie dziesiętnym. Liczba dcba (podkreślenie oznacza zapis pozycyjny) jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy przez 7 dzieli się jej suma cyfr ze współczynnikami 1, 3, 2, -1, tzn. liczba 2a+3b+c–d. Zauważmy, że 7|10n – 3n (notacja a|b – a dzieli b) dla dowolnego n(N({0}, co wnioskujemy ze wzoru skróconego mnożenia na różnicę n-tych potęg: an - bn = (a – b)(an-1 + an-2b +. ..+ abn-2 + bn-1). Wynika stąd, że te same potęgi 10 i 3 mają jednakowe reszty z dzielenia przez 7, więc podzielność liczby przez 7 nie zmieni się, jeśli jej zapis dziesiętny potraktujemy jako trójkowy (nie uwzględniając faktu, że w zapisie trójkowym nie występują cyfry większe od 2), tzn. w zapisie dziesiętnym podstawę 10 zastępujemy przez 3, np. liczba 5236 ma taką samą podzielność przez 7, co liczba 5236’3’ = 5(33 + 2(32 + 3(31 + 6(30 = 168. Rachunki możemy jednak dodatkowo uprościć, bowiem: dcba’3’= a+3b+9c+27d = a+3b +2c – d + (7c +28d), co wobec podzielności przez 7 składnika w nawiasie, dowodzi podanej cechy podzielności.
Materiały uzupełniające: 

http://www.math.edu.pl/system-pozycyjny
http://www.math.edu.pl/system-szostkowy
Zamiana liczby w systemach pozycyjnych;    http://matma.prv.pl/systemy.php
3) Wyprowadzenie ogólnych cech podzielności w systemach pozycyjnych.

· Cechy podzielności to nie są to twierdzenia matematyczne. Nie dotyczą własności samych liczb, ale sposobu ich zapisania (mówimy, że są to twierdzenia z metamatematyki). Cechy podzielności zmieniają się wraz ze zmianą zapisu liczby. Np. liczby parzystość w systemie dziesiętnym ma cechę K1, a w systemie trójkowym nie, np. 4=113. W systemie trójkowym cechą podzielności przez 3 jest końcowe zero, a przez 2 – parzystość sumy cyfr. Można to sprawdzić na przykładach. 

· Cecha podzielności przez liczbę D w systemie o podstawie p zależy od relacji między tymi liczbami. Niektóre z nich ilustruje poniższa tabela.
	dzielnik
	p-1
	P
	p+1
	p2-1
	p2
	p2+1

	typ cechy
	S1
	K1
	NS1
	S2
	K2
	NS2


· Uzasadnimy niektóre z nich. Pozostałe można wykazać analogicznie. Aby uprościć notację, dowody przeprowadzamy dla liczb 5-cyfrowych. Na koniec można omówić ich uogólnienia na dowolnie długie liczby. Niech L = edcba, gdzie a, b, c, d, e są cyframi używanymi w systemie o podstawie p (niekoniecznie różnymi). Dla ułatwienia, można przeprowadzić najpierw szczególne wersje dowodu dla systemu dziesiętnego, a dopiero potem je uogólnić.
· Liczba L zapisana w systemie o podstawie p jest podzielna przez p ( jest zakończona zerem (czyli jej ostatnia cyfra dzieli się przez p) – typ K1.
Ponieważ edcbap = edcb (p +a i pierwszy składnik dzieli się przez p, suma będzie podzielna przez p wtedy i tylko wtedy, gdy drugi składnik będzie podzielny przez p, a to implikuje a=0, bo a jest jednocyfrowe w systemie o podstawie p, ckd.

· Liczba L zapisana w systemie o podstawie p jest podzielna przez p-1 ( „suma cyfr” liczby L (czyli suma jej odcinków jednocyfrowych) dzieli się przez p-1 – typ S1.
Ponieważ edcbap = e(p4+d(p3+c(p2+b(p +a = [a+b+c+d+e] + [(p4-1)e + (p3-1)d + (p2-1)c + (p-1)b] i składnik w drugim nawiasie kwadratowym dzieli się przez p-1 (bo liczby postaci pn-1 są zapisane tylko za pomocą cyfry p-1), cała suma będzie podzielna przez p-1 wtedy i tylko wtedy, gdy składnik w pierwszym nawiasie kwadratowym będzie podzielny przez p-1, ckd.

· Liczba L zapisana w systemie o podstawie p jest podzielna przez p+1 ( „naprzemienna suma cyfr” liczby L (czyli naprzemienna suma jej odcinków jednocyfrowych) dzieli się przez p+1 – typ NS1.
Ponieważ edcbap = e(p4+d(p3+c(p2+b(p +a = [a-b+c-d+e] + [(p4-1)e + (p3+1)d + (p2-1)c + (p+1)b] i składnik w drugim nawiasie kwadratowym dzieli się przez p+1 (bo liczby postaci p2n-1 są zapisane za pomocą parzystej liczby cyfr p-1, więc dzielą się przez p+1 = 11p, natomiast liczby postaci p2n+1+1 różnią się 11 od liczb poprzedniej postaci z dopisanym zerem na końcu, są więc również podzielne przez p+1 = 11p), cała suma będzie podzielna przez p+1 wtedy i tylko wtedy, gdy składnik w pierwszym nawiasie kwadratowym będzie podzielny przez p+1, ckd.
· W podobny sposób  można przeprowadzić szkice analogicznych dowodów dla pozostałych cech podzielności z tabelki.
· Oczywiste jest, że cecha podzielności przez D dziedziczy się na wszystkie dzielniki liczby D.
Zatem dzielniki p mają w systemie o podstawie p cechę podzielności typu K1, dzielniki p-1 cechę typu S1, dzielniki p+1 – NS1 itd.
· Każda liczba pierwsza ma typową cechę podzielności w dowolnym systemie.
Jeśli liczba pierwsza q jest dzielnikiem podstawy systemu to ma cechę typu K1, a jeśli nie, to na podstawie małego Twierdzenia Fermata istnieje n(N: q|pn-1, jest więc dzielnikiem liczby o 1 mniejszej niż pewna potęga podstawy systemu, więc posiada cechę typu Sn.
· Małe Twierdzenie Fermata. Uzasadnienie np. dla liczb względnie pierwszych z 10. Dzielimy kolejne potęgi 10 przez p i notujemy reszty. Jest ich skończenie wiele, a możliwych potęg – nieskończenie wiele. Zatem jakaś reszta musi się powtórzyć (najdalej w kroku p-1). Niech potęgi 10i i 10j (i<j) dają te same reszty z dzielenia przez p. Wtedy 10j – 10i jest podzielne przez p (jednakowe reszty zniosą się w odejmowaniu) i mamy:
p| 10j – 10i = 10i(10j-i –1), ale p jest względnie pierwsze z 10, więc i z 10i, zatem p|10j-i –1, ckd.

· Można to zastosować w rozmaitych zadaniach, np. czy istnieje liczba złożona a) z jednakowych cyfr, b) z samych jedynek podzielna przez 7, 12, 17? Dla 7 a), b) też można łatwo wskazać (istnieje liczba złożona z najwyżej z 6 dziewiątek, a w rzeczywistości dokładnie z sześciu, i ona jest iloczynem 9(111111, a 7 i 9 są względnie pierwsze). Dla 12 nic nie wiadomo z góry, dla 17 niełatwo wskazać przykład – sporo sprawdzeń, ale rozumowanie jest analogiczne jak dla 7. Przy okazji widać, ze dla każdej liczby pierwszej istnieje wielokrotność złożona z samych jedynek i to w każdym systemie. 
4) Ćwiczenia w rozpoznawaniu i formułowaniu cech podzielności w różnych systemach.

· Ćwiczenie rozpoznawania i formułowania cech podzielności w różnych systemach - kilka przykładów z poniższej tabelki.

	p
	D

	5
	2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 13, 24, 25, 26, 124, 125, 126

	6
	2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 27, 35, 36, 37, 215, 216, 217

	7
	2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 24, 25, 30, 48, 49, 50, 343

	8
	2, 3, 6, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 16, 45, 63, 64, 65

	9
	2, 3, 8, 9, 10, 27, 41, 80, 81, 82, 91, 728, 729, 730

	12
	2, 3, 4, 5, 6, 11, 12, 13, 24, 29, 143, 144, 145, 1728

	13
	2, 3, 4, 6, 7, 10, 12, 13, 14, 17, 26, 39, 168, 169, 170


UWAGI
Czas pisania testu (zadań) 60 min.






























